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Polynomfunktioner

Definition (Polynomfunktion)

polynomfunktioner &r de funktioner som kan fas med hjalp av
funktionen f(x) = x och de konstanta funktionerna genom
addition och multiplikation.

Exempel
Nagra polynomfunktioner ar
> f(x) =x34+3x+1
» f(x)=x"+V3x2 + 7
> f(x)=(x—1)(x—-2)(x —3)(x —4)



Raknelagar

Addtion och multiplikation av polynom uppfyller samma
raknelagar som vi sett tidigare.

De speciella polynomen &r nollpolynomet, 0, och det konstanta
polynomet 1.
> 0+ f(x) =0+ f(x) = f(x),1-f(x)=f(x)-1=F(x)
f(x) +9(x) = g(x) + f(x), f(x) - 9(x) = g(x) - f(x)
> F(x)(9(x) + h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x)
> etc.



Grad

Vi kan ordna termerna i ett polyom
f(x)=ap+aix + ax? + - + a1 X" + apx”

eller

1

f(x) = anx" + an_ 1 X" 4 Fax® 4+ agx”

Definition (grad)
Den hégsta potens av x som férekommer &r polynomets grad.

Exempel
» grad(x® +3x+1) =3
> grad(x'0 + v2x + ) = 10
» grad((x — 1)(x —2)(x —3)(x —4)) =4
» konstanta polynom har grad O.
» nollpolynomet har ingen grad (eller méjligen —oo)



Divisionsalgoritm

Sats
Om f(x) och g(x) &r polynom och g(x) # 0 finns en kvot q(x)
och en rest r(x) sa att

> f(x) = a(x)g(x) + r(x)
> r(x) = 0 eller grad r(x) < grad g(x).

Exempel
Om f(x) = x> + 3x + 1 och g(x) = x + 1 har vi

fX)=x2+3x+1=(x+2)(x+1)—1

och darmed ar kvoten g(x) = (x + 2) och resten r(x) = —1.



Faktorsatsen

Definition
a ar ett nollstélle till polynomet f(x) om f(«) = 0. Da kallas
x = « for en rot till polynomekvationen

f(x) =0.

Sats (Faktorsatsen)

«a dr ett nollstélle till polynomet f(x) om och endast om f(x) &r
delbart med (x — «).

Exempel

Vi sag att —1 inte &r ett nollstalle till 7(x) = x2 + 3x + 1
eftersom resten vid division med (x + 1) var r(x) = —1 # 0.
Daremot &r —1 ett nollstéalle till f(x) = x® — 1 eftersom

f(x)=x3—1=(x%—x+1)(x+1).



Algebrans fundamentalsats

Sats
Varje polynom av grad minst ett har ett komplext nollstélle.

Genom att anvanda detta tillsammans med faktorsatsen och
polynomdivision far vi:

Korollarium
Varje polyom kan faktoriseras éver de komplexa talen:

f(x)=a(x —a1)(x —az) - (X —ap)

dar aq,ap, ..., an dr komplexa tal.



Reella polynom

Definition
Om koefficienterna i polynomet &r reella tal kallas polynomet
for ett reellt polynom.

Sats
De komplexa nollstéllena till ett reellt polynom férekommer i
konjugerade par.

Bevis.
Vi kan se det genom att konjugera hela polynomet. Eftersom
koefficienterna ar reella ar

och darmed ar



Heltalspolynom

Definition
Om koefficienterna i polynomet &r heltal kallas polynomet fér
ett heltalspolynom.

Sats

Om p/q &r ett rationellt nollstélle till ett heltalspolynom

f(x) = apx" + --- 4+ ayx + ap och p och g saknar gemensamma
delare sa géller att p delar ag och att q delar aj,.

Bevis.
Om vi satter in x = p/q och multiplicerar med q” far vi
ekvationen

anp” + an_1p"'q+ -+ apq"" + ayq” = 0.

Alla termer delbara med p ger att ag maste vara delbar med p
och alla termer delbara med g ger att a, ar delbar med q. O
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